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"La Linea"
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Das Zeichnen von Linien

• Der Begriff Scan-conversion oder Rasterisierung bezeichnet allgemein das  
algorithmische Bestimmen, welche Pixel von dem Primitiv überdeckt 
werden 

• Der Name kommt von der Scan-Technik der Rasterdisplays 

• Vorgang = Diskretisierung von kontinuierlichen geometrischen Objekten 

• Zusätzliche Aufgabe: Ecken-Werte interpolieren (z.B. Farbe, Tiefenwert, …) 

• Scan-Conversion ist grundlegend für 2D und 3D Computergraphik
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Einordnung in die Pipeline
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Scan Conversion 
(Rasterization)

Visibility / Display

Illumination 
(Shading)

Viewing Transformation 
(Perspective / Orthographic)

Clipping

Modell  
Transformation

Projektion  
(in Screen Space)
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Bildschirmkoordinaten im Frame-Buffer

• Wir verwenden folgende 2D 
Bildschirmkoordinaten 

• Ganzzahlige Koordinaten für die 
Mittelpunkte der Pixel 

• Senkrecht = Y–Achse,  
Horizontal = X–Achse
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Die Ideale Linie

• Keine Unterbrechungen (diagonale 
Schritte sind erlaubt) 

• Minimalität (setze nur die "nähesten" 
Pixel an der idealen Linie) 

• Einheitliche Stärke und Helligkeit 

• Performanz (wenig FLOPs pro Pixel) 

• Invarianz gegenüber Zeichenrichtung
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Mathematische Linie
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Ein einfacher, inkrementeller Algorithmus

• Ansatz:  

• Verwende Parameterform der Linie 

           

• Berechne Folge von Linienparametern 
t, an denen die Linie eine senkrechte 
(x) oder horizontale (y) Gitterlinie 
schneidet 

• Vereinfachung: erster Linienparameter 
tmin sei gegeben 

• Caveat: Startpunkt liegt normalerweise 
innerhalb eines der Pixel

𝖯(𝗍) = 𝖯
𝟢

+ 𝗍 (𝖯
𝟣

− 𝖯
𝟢)
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• Gibt es ein Muster bei den 
Übergängen?  

• Betrachte nur die Schnitte 
mit den x-Gitterlinien ⟶ 
scheinbar selber Abstand 
aller dieser Schnittpunkte 
(t's) 

• Analog: Schnitte mit den y-
Gitterlinien
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Ein inkrementeller Algorithmus
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init tmin = 0 
calc first tnext_x and tnext_y 
calc dtx and dty 
init pixel coords [x,y] for P0 
while tmin <    : 
  buffer[x,y] = color 
  if tnext_x < tnext_y : 
    x += 1          // g_x = 1 
    tmin = tnext_x 
    tnext_x += dtx 
  else: 
    y += 1         // g_y = 1 
    tmin = tnext_y 
    tnext_y += dty

𝛥tx

𝛥ty

tmin
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Einer der Nachteile des Algorithmus
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Manchmal werden vertikal 
übereinander liegende Pixel 
gesetzt ⟶ unterschiedliche 
scheinbare Linienstärke
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Zweite Konsequenz des Problems:
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Aussehen mit 
unserem 

Algorithmus

Eher 
gewünschtes 
Aussehen

Moireé Patterns
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Siemensstern
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Moireé-Effekt in der Kunst
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Centre 
George 
Pompidou
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Komplexität der Rasterisierung von Linien

• Anzahl Operationen: 

l = Länge der Linie in Pixel, c = Kontante für Setup 

• Geht es schneller? 

• Ja: Algorithmen, die nur Integer-Operationen enthalten! 

• Noch schneller: Span-basierter Algorithms                [Henning & Stephenson, 2004] 

n = Anzahl Zellen (Pixel) auf dem Strahl, r = mittlere Span-Länge 

• Im Mittel: ca. Faktor 2 schneller, gemittelt über alle mögliche Orientierungen
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)
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(

l
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Noch bessere Algorithmen (?)

• Es gibt Algorithmen mit reiner Integer-Arithmetik, 
sind auch inkrementell, und nur 1 arithmetische 
Integer-Operation  pro Iteration! 

• Ansatz: 

• Berechne vorzeichenbehaftete Abstände der 
Gitterpunkte von der Linie 

• Aktueller Gitterpunkt liegt oberhalb ⟶ gehe nach 
rechts im Gitter; aktueller Gitterpunkt unterhalb ⟶ 
gehe nach recht oben 

• Bresenham: Gitterpunkte "zwischen" Pixeln 

• Midpoint-Algo: Mittelpunkte der Pixel (einfacher) 

• Wirklich schneller? (auf einer CPU ...)
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Clip from Bresenham's Keynote Talk at WSCG 2003

xp

RO

M

R

xp+1 xp+2

M2
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Interpolation von Attributen

• Häufig haben Eckpunkte weitere 
Attribute (außer der Position), z.B. 
verschiedene Farben 

• Ziel: ein gleichmäßiger Farbverlauf f 
entlang der Linie 

• Gesucht: f(t) im Punkt Q 

• Ansatz: lineare Interpolation 

• Beobachtung: im 2D ist t ∈ [0,1] 
gerade die normierte(!) Distanz 
zwischen Q und P0

18

f(t)

P0

P1

Q
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• Problem: die Pixel(-mittelpunkte) Q liegen 
i.A. nicht genau auf der Linie  

• Definiere Funktion zur Projektion auf die 
Linie: 

• Beobachtung: 𝛼 = 𝛼(Qx, Qy) ⟶ f ist linear in 

Qx und Qy 

➢Verwende inkrementelle Berechnung von f

19

d

Q

P1

P0

d =

P1 − P0

∥P1 − P0∥
<latexit sha1_base64="7BYiwoRMJAUuFzRpRUaE1fw18s8=">AAAC+XicbVFNb9NAEN2YrxI+msKRy4oKiUMb7IgqPbSoKheOQSJtpTqy1utxuup6be1HIVr8YxAcEFf+AGeucOHfMHbSijSM5PHzmzc73nlpJYWxYfinE9y4eev2nbW73Xv3Hzxc7208OjKl0xzG vJSlPkmZASkUjK2wEk4qDaxIJRyn56+b+vEFaCNK9c7OKpgUbKpELjizSCW9V/EFpxndp3GuGfe0+RwlEd1eoJDWSH78D9+wddLbDPthG3QVRAuwebB3+OIHIWSUbHQ+x1nJXQHKcsmMOY0GlZ14pq3gEupu7AxUjJ+zKfj2ejV9hlRG81Ljoyxt2SVdMSuYPUNh8zL/lk6dzXcnXqjKWVB8flbuJLUlbdZBM6GBWzmjjHP8JccsjuJnDJdhcW1LYwxTZj4ovoTdWIOC97wsCqYyH+esEHKWQc6ctLWPTX6Jl08STgn7AUkjDFhX+Qr0dlFmgE40RjTmYBWb0df2wt6liYas9nqa1j7sD6Mt3PMupkG4qkylgytpOEDVyyYNd65JU8nclS7a2WpT 1NgaXTdxFRwN+hE2vEV/D8k81sgT8pQ8JxEZkgPyhozImHDyhfwkv8jvwAefgq/Bt7k06Cx6HpOlCL7/BRi37t0=</latexit><latexit sha1_base64="Eojg5g7d/1nCyxtTKk4LM9FCxn8=">AAAC+XicbVFNb9NAEN2YrxK+UjhyWVEhcWiDHajSA6CqXDgGibSV6shar8fpquu1tR+FaPGPQXBAiBt3fgBXEBL/hrGTVqRhJI+f37zZ8c5LKymMDcM/neDS5StXr61d7964eev2nd763X1TOs1h zEtZ6sOUGZBCwdgKK+Gw0sCKVMJBevKyqR+cgjaiVG/srIJJwaZK5IIzi1TSexGfcprR5zTONeOeNp+jJKJbCxTSGsn3/+Ebtk56G2E/bIOugmgBNnaf7T3+/uTr71Gy3vkYZyV3BSjLJTPmKBpUduKZtoJLqLuxM1AxfsKm4Nvr1fQhUhnNS42PsrRll3TFrGD2GIXNy/xbOnI235l4oSpnQfH5WbmT1Ja0WQfNhAZu5YwyzvGXHLM4ih8zXIbFtS2NMUyZ+aD4DHZjDQre8rIomMp8nLNCyFkGOXPS1j42+RlePkk4Jew7JI0wYF3lK9BbRZkBOtEY0ZiDVWxGX9sLe5cmGrLa62la+7A/jDZxzzuYBuGqMpUOzqXhAFVPmzTcviBNJXPnumh7 s01RY2t00cRVsD/oR9jwGv3dI/NYI/fJA/KIRGRIdskrMiJjwskn8oP8JL8CH3wIPgdf5tKgs+i5R5Yi+PYXwjXwkA==</latexit><latexit sha1_base64="Eojg5g7d/1nCyxtTKk4LM9FCxn8=">AAAC+XicbVFNb9NAEN2YrxK+UjhyWVEhcWiDHajSA6CqXDgGibSV6shar8fpquu1tR+FaPGPQXBAiBt3fgBXEBL/hrGTVqRhJI+f37zZ8c5LKymMDcM/neDS5StXr61d7964eev2nd763X1TOs1h zEtZ6sOUGZBCwdgKK+Gw0sCKVMJBevKyqR+cgjaiVG/srIJJwaZK5IIzi1TSexGfcprR5zTONeOeNp+jJKJbCxTSGsn3/+Ebtk56G2E/bIOugmgBNnaf7T3+/uTr71Gy3vkYZyV3BSjLJTPmKBpUduKZtoJLqLuxM1AxfsKm4Nvr1fQhUhnNS42PsrRll3TFrGD2GIXN y/xbOnI235l4oSpnQfH5WbmT1Ja0WQfNhAZu5YwyzvGXHLM4ih8zXIbFtS2NMUyZ+aD4DHZjDQre8rIomMp8nLNCyFkGOXPS1j42+RlePkk4Jew7JI0wYF3lK9BbRZkBOtEY0ZiDVWxGX9sLe5cmGrLa62la+7A/jDZxzzuYBuGqMpUOzqXhAFVPmzTcviBNJXPnumh7s01RY2t00cRVsD/oR9jwGv3dI/NYI/fJA/KIRGRIdskrMiJjwskn8oP8JL8CH3wIPgdf5tKgs+i5R5Yi+PYXwjXwkA==</latexit>

<latexit sha1_base64="Eojg5g7d/1nCyxtTKk4LM9FCxn8=">AAAC+XicbVFNb9NAEN2YrxK+UjhyWVEhcWiDHajSA6CqXDgGibSV6shar8fpquu1tR+FaPGPQXBAiBt3fgBXEBL/hrGTVqRhJI+f37zZ8c5LKymMDcM/neDS5StXr61d7964eev2nd763X1TOs1h zEtZ6sOUGZBCwdgKK+Gw0sCKVMJBevKyqR+cgjaiVG/srIJJwaZK5IIzi1TSexGfcprR5zTONeOeNp+jJKJbCxTSGsn3/+Ebtk56G2E/bIOugmgBNnaf7T3+/uTr71Gy3vkYZyV3BSjLJTPmKBpUduKZtoJLqLuxM1AxfsKm4Nvr1fQhUhnNS42PsrRll3TFrGD2GIXN y/xbOnI235l4oSpnQfH5WbmT1Ja0WQfNhAZu5YwyzvGXHLM4ih8zXIbFtS2NMUyZ+aD4DHZjDQre8rIomMp8nLNCyFkGOXPS1j42+RlePkk4Jew7JI0wYF3lK9BbRZkBOtEY0ZiDVWxGX9sLe5cmGrLa62la+7A/jDZxzzuYBuGqMpUOzqXhAFVPmzTcviBNJXPnumh7 s01RY2t00cRVsD/oR9jwGv3dI/NYI/fJA/KIRGRIdskrMiJjwskn8oP8JL8CH3wIPgdf5tKgs+i5R5Yi+PYXwjXwkA==</latexit> <latexit sha1_base64="jwQ6fkiLg+KZqb5LsecXaEra0is=">AAAC+XicbVFNb9NAEN2YrxK+UjhyWREhcWgjO2qVXkAVXDgGibSV6shar8fpquu1tTtbiBb/GAQHxJV/wRUu/BvWjluRhpE8fn7zZsc7L62kMBiGf3rBjZu3bt/Zutu/d//Bw0eD7cdHprSaw4yX stQnKTMghYIZCpRwUmlgRSrhOD1/09SPL0AbUar3uKxgXrCFErngDD2VDF7FF5xm9CWNc824o83nNInobodCWnvy03/4hq2TwTAchW3QTRB1YEi6mCbbvS9xVnJbgEIumTGn0bjCuWMaBZdQ92NroGL8nC3Atder6XNPZTQvtX8U0pZd0xXLguGZFzYv82/p1GJ+MHdC VRZB8dVZuZUUS9qsg2ZCA0e5pIxz/0uWoR/Fz5hfBvq1rY0xTJnVoPgS9mMNCj7wsiiYylycs0LIZQY5sxJrF5v8Eq+fJKwS+NGTRhhAW7kK9G5RZuCdaIxozPFV3+x9bS/sbJpoyGqnF2ntwtEk2vF7PvBpHG4qU2nhShqOvWqvSZP9a9JUMnuli/Z32hQ1tkbXTdwE R+NR5BvehcPD153BW+QpeUZekIhMyCF5S6ZkRjj5Sn6SX+R34ILPwbfg+0oa9LqeJ2Qtgh9/AXWy7TA=</latexit>

α = d·(Q− P0)
<latexit sha1_base64="Ik8RJIpyDdkA5GNpgaGlQYHzwq0=">AAAC4XicZVHNbtNAEN6YvxJ+msIRCa2oQEVqIzuiSi9IFVw4JhJpK9WRtV6Pk1XXu9bubCGy/ABIHBBXjrwBJyR4EW48CmunrUgzksffznyzszNfWkphMQz/dIIbN2/dvrNxt3vv/oOHm72tR0dW O8NhwrXU5iRlFqRQMEGBEk5KA6xIJRynZ2+b/PE5GCu0eo+LEqYFmymRC87Qh5Lei5jJcs7oaxqfc5rRmGca6U5zGNO9NjhKwpdJbzvsh63RdRBdgO3Dpz/Hfwkho2Sr8z3ONHcFKOSSWXsaDUqcVsyg4BLqbuwslIyfsRlU7Rg1fe5DGc218Z9C2kZXeMWiYDj3xOZn/0+dOswPppVQpUNQfHlX7iRFTZuxaSYMcJQLyjj3T3IMfSs+Z4Zx9OtZaWOZsstG8SXsxgYUfOC6KJjKqjhnhZCLDHLmJNZVbPNLvHqTcErgRx+0wgK6sirB7BU6A7/wvOntRfBZX+z1aweuXJoYyOrKzNK6CvvDaNfv+cC7QbjOTKWDK2o48KxXjRvuX6OmkrkrXrS/ 27qo9rJG10VcB0eDfuQLxl7fN2RpG+QJeUZ2SESG5JC8IyMyIZx8Jj/IL/I74MGn4EvwdUkNOhc1j8mKBd/+AVu956M=</latexit><latexit sha1_base64="9QNKIhVovQ9y72tl6fNKY02ykMo=">AAAC4XicZVHNattAEF6rf6n756THQlgaWlJIjGQanEshtJcebaiTQGTMaDWyl6x2xf6kMULHHgo9lF577Bv0FGhfpM/Ql+hKTkIdD2j07cw3OzvzJYXgxobhn1Zw6/adu/fW7rcfPHz0+ElnfePQ KKcZjpgSSh8nYFBwiSPLrcDjQiPkicCj5PRdnT86Q224kh/svMBxDlPJM87A+tCk8zIGUcyAvqHxGaMpjVmqLN2uD0O62wQHk/DVpLMVdsPG6CqILsHWwebF8O+nzYvBZL31I04VczlKywQYcxL1CjsuQVvOBFbt2BksgJ3CFMtmjIq+8KGUZkr7T1raRJd4+TwHO/PE+mf+T504m+2PSy4LZ1GyxV2ZE9QqWo9NU66RWTGnwJh/kgPrW7EZaGDWr2epjQFpFo3iK9iONUr8yFSeg0zLOIOci3mKGThhqzI22RVevok7ye25Dxpu0LqiLFDv5ipFv/Cs7u1F8Flf7PVrBi5dMtGYVqWeJlUZdvvRjt/zvne9cJWZCIfX1LDnWa9r19+7QU0EuGte tLfTuKjyskY3RVwFh71u5AuGXt+3ZGFr5Bl5TrZJRPrkgLwnAzIijHwhP8kv8jtgwefga/BtQQ1alzVPyZIF3/8BX73pCQ==</latexit><latexit sha1_base64="9QNKIhVovQ9y72tl6fNKY02ykMo=">AAAC4XicZVHNattAEF6rf6n756THQlgaWlJIjGQanEshtJcebaiTQGTMaDWyl6x2xf6kMULHHgo9lF577Bv0FGhfpM/Ql+hKTkIdD2j07cw3OzvzJYXgxobhn1Zw6/adu/fW7rcfPHz0+ElnfePQ KKcZjpgSSh8nYFBwiSPLrcDjQiPkicCj5PRdnT86Q224kh/svMBxDlPJM87A+tCk8zIGUcyAvqHxGaMpjVmqLN2uD0O62wQHk/DVpLMVdsPG6CqILsHWwebF8O+nzYvBZL31I04VczlKywQYcxL1CjsuQVvOBFbt2BksgJ3CFMtmjIq+8KGUZkr7T1raRJd4+TwHO/PE+mf+T504m+2PSy4LZ1GyxV2ZE9QqWo9NU66RWTGnwJh/kgPrW7EZaGDWr2epjQFpFo3iK9iONUr8yFSeg0zLOIOci3mKGThhqzI22RVevok7ye25Dxpu0LqiLFDv5ipFv/Cs7u1F8Flf7PVrBi5dMtGYVqWeJlUZdvvRjt/zvne9cJWZCIfX1LDnWa9r19+7QU0EuGte tLfTuKjyskY3RVwFh71u5AuGXt+3ZGFr5Bl5TrZJRPrkgLwnAzIijHwhP8kv8jtgwefga/BtQQ1alzVPyZIF3/8BX73pCQ==</latexit>

<latexit sha1_base64="9QNKIhVovQ9y72tl6fNKY02ykMo=">AAAC4XicZVHNattAEF6rf6n756THQlgaWlJIjGQanEshtJcebaiTQGTMaDWyl6x2xf6kMULHHgo9lF577Bv0FGhfpM/Ql+hKTkIdD2j07cw3OzvzJYXgxobhn1Zw6/adu/fW7rcfPHz0+ElnfePQ KKcZjpgSSh8nYFBwiSPLrcDjQiPkicCj5PRdnT86Q224kh/svMBxDlPJM87A+tCk8zIGUcyAvqHxGaMpjVmqLN2uD0O62wQHk/DVpLMVdsPG6CqILsHWwebF8O+nzYvBZL31I04VczlKywQYcxL1CjsuQVvOBFbt2BksgJ3CFMtmjIq+8KGUZkr7T1raRJd4+TwHO/PE +mf+T504m+2PSy4LZ1GyxV2ZE9QqWo9NU66RWTGnwJh/kgPrW7EZaGDWr2epjQFpFo3iK9iONUr8yFSeg0zLOIOci3mKGThhqzI22RVevok7ye25Dxpu0LqiLFDv5ipFv/Cs7u1F8Flf7PVrBi5dMtGYVqWeJlUZdvvRjt/zvne9cJWZCIfX1LDnWa9r19+7QU0EuGte tLfTuKjyskY3RVwFh71u5AuGXt+3ZGFr5Bl5TrZJRPrkgLwnAzIijHwhP8kv8jtgwefga/BtQQ1alzVPyZIF3/8BX73pCQ==</latexit> <latexit sha1_base64="IvzHQisMgx06278FjnonCM76Hck=">AAAC4XicZVHNbtNAEN6YvxL+UjhyWRGBitRGdkSVXipVcOGYSqStVEfWeD1OVl3vWvtTGll+ACQOiCtH3oArvAhvw9pJK9KM5PG3M9/s7MyXloIbG4Z/O8Gdu/fuP9h62H30+MnTZ73t5ydGOc1w wpRQ+iwFg4JLnFhuBZ6VGqFIBZ6mFx+a/OklasOV/GQXJU4LmEmecwbWh5LemxhEOQd6SONLRjMas0xZutMcjuleGxwn4duk1w8HYWt0E0Qr0CcrGyfbnZ9xppgrUFomwJjzaFjaaQXaciaw7sbOYAnsAmZYtWPU9LUPZTRX2n/S0ja6xisWBdi5JzY/83/q3Nn8YFpx WTqLki3vyp2gVtFmbJpxjcyKBQXG/JMcWN+KzUEDs349a20MSLNsFF/DbqxR4memigJkVsU5FFwsMszBCVtXscmv8fpN3Elur3zQcIPWlVWJeq9QGfqF501vL4LP+mKvXztw5dJEY1ZXepbWVTgYRbt+zwfeDcNNZioc3lDDoWe9a9xo/xY1FeBueNH+buui2ssa3RZx E5wMB5EvOA77R+9XAm+Rl+QV2SERGZEj8pGMyYQw8pX8Ir/Jn4AFX4JvwfclNeisal6QNQt+/ANqseVc</latexit>

d

P1

P0

𝛼 += 𝛥𝛼x

𝛼 += 𝛥𝛼y

<latexit sha1_base64="MgjX3yFnKEHAEepNtfmljNmc2es=">AAADAXicZVLNbtQwEPaGv7LlZwtHLgMVUpHaKlkJ0QtSBZceOGwltq3UrJaJ4+xadewotgurkBOPwJkH4IZ65Q14AARHeBIm6S6w7UiOxt83843tL0mhpHVh+LMTXLl67fqNlZvd1Vu379ztrd07 sMaXXAy5UaY8StAKJbUYOumUOCpKgXmixGFy8rLhD09FaaXRr92sEKMcJ1pmkqMjaNx7FaMqpgjPIc5K5BXEpxxSiHlqHGw0m33YasHBOHwCUFPF+/k++sdAg9bj3nq4HbYBl5Nonqzvvvj+7c1q8HEwXut8ilPDfS604wqtPY76hRtVWDrJlai7sbeiQH6CE1G1l63hMUEpZKakpR206P91x95lO6NK6sI7oTk1AJGZV+AMNE8AqSwFd2oGyDkN9uhIkE+R7u/oqZaG5rMc3bQRKYgyGhU0gKW5eY46tZugDKaQCDqRAIvaNvzDJZEFWkO8SLtxKbR4O1ep4gxzqWapyNArV1exzRb5spL0Wrp3BFpphfNFRcfayk0qyMHGwMZVYqmZfoj2bapE oa+rcpLUVbgdPd1sP9GFolKkf2t2qCSk1W8MjS7adzk56JPidrhPzu6x81hhD9gjtsEi9oztsj02YEPG2Rn7wX6x38GH4HPwJTg7Lw068577bCmCr38AjZn0Pg==</latexit>

α =
d·(Q− P0)

∥P1 − P0∥
= d·(Q

−
P0

)

<latexit sha1_base64="Ik8RJIpyDdkA5GNpgaGlQYHzwq0=">AAAC4XicZVHNbtNAEN6YvxJ+msIRCa2oQEVqIzuiSi9IFVw4JhJpK9WRtV6Pk1XXu9bubCGy/ABIHBBXjrwBJyR4EW48CmunrUgzksffznyzszNfWkphMQz/dIIbN2/dvrNxt3vv/oOHm72tR0dWO8NhwrXU5iRlFqRQMEGBEk5KA6xIJRynZ2+b/PE5GCu0eo+LEqYFmymRC87Qh5Lei5jJcs7oaxqfc5rRmGca6U5zGNO9NjhKwpdJbzvsh63RdRBdgO3Dpz/Hfwkho2Sr8z3ONHcFKOSSWXsaDUqcVsyg4BLqbuwslIyfsRlU7Rg1fe5DGc218Z9C2kZXeMWiYDj3xOZn /0+dOswPppVQpUNQfHlX7iRFTZuxaSYMcJQLyjj3T3IMfSs+Z4Zx9OtZaWOZsstG8SXsxgYUfOC6KJjKqjhnhZCLDHLmJNZVbPNLvHqTcErgRx+0wgK6sirB7BU6A7/wvOntRfBZX+z1aweuXJoYyOrKzNK6CvvDaNfv+cC7QbjOTKWDK2o48KxXjRvuX6OmkrkrXrS/27qo9rJG10VcB0eDfuQLxl7fN2RpG+QJeUZ2SESG5JC8IyMyIZx8Jj/IL/I74MGn4EvwdUkNOhc1j8mKBd/+AVu956M=</latexit><latexit sha1_base64="9QNKIhVovQ9y72tl6fNKY02ykMo=">AAAC4XicZVHNattAEF6rf6n756THQlgaWlJIjGQanEshtJcebaiTQGTMaDWyl6x2xf6kMULHHgo9lF577Bv0FGhfpM/Ql+hKTkIdD2j07cw3OzvzJYXgxobhn1Zw6/adu/fW7rcfPHz0+ElnfePQ KKcZjpgSSh8nYFBwiSPLrcDjQiPkicCj5PRdnT86Q224kh/svMBxDlPJM87A+tCk8zIGUcyAvqHxGaMpjVmqLN2uD0O62wQHk/DVpLMVdsPG6CqILsHWwebF8O+nzYvBZL31I04VczlKywQYcxL1CjsuQVvOBFbt2BksgJ3CFMtmjIq+8KGUZkr7T1raRJd4+TwHO/PE+mf+T504m+2PSy4LZ1GyxV2ZE9QqWo9NU66RWTGnwJh/kgPrW7EZaGDWr2epjQFpFo3iK9iONUr8yFSeg0zLOIOci3mKGThhqzI22RVevok7ye25Dxpu0LqiLFDv5ipFv/Cs7u1F8Flf7PVrBi5dMtGYVqWeJlUZdvvRjt/zvne9cJWZCIfX1LDnWa9r19+7QU0EuGte tLfTuKjyskY3RVwFh71u5AuGXt+3ZGFr5Bl5TrZJRPrkgLwnAzIijHwhP8kv8jtgwefga/BtQQ1alzVPyZIF3/8BX73pCQ==</latexit><latexit sha1_base64="9QNKIhVovQ9y72tl6fNKY02ykMo=">AAAC4XicZVHNattAEF6rf6n756THQlgaWlJIjGQanEshtJcebaiTQGTMaDWyl6x2xf6kMULHHgo9lF577Bv0FGhfpM/Ql+hKTkIdD2j07cw3OzvzJYXgxobhn1Zw6/adu/fW7rcfPHz0+ElnfePQKKcZjpgSSh8nYFBwiSPLrcDjQiPkicCj5PRdnT86Q224kh/svMBxDlPJM87A+tCk8zIGUcyAvqHxGaMpjVmqLN2uD0O62wQHk/DVpLMVdsPG6CqILsHWwebF8O+nzYvBZL31I04VczlKywQYcxL1CjsuQVvOBFbt2BksgJ3CFMtmjIq+8KGUZkr7T1raRJd4+TwHO/PE +mf+T504m+2PSy4LZ1GyxV2ZE9QqWo9NU66RWTGnwJh/kgPrW7EZaGDWr2epjQFpFo3iK9iONUr8yFSeg0zLOIOci3mKGThhqzI22RVevok7ye25Dxpu0LqiLFDv5ipFv/Cs7u1F8Flf7PVrBi5dMtGYVqWeJlUZdvvRjt/zvne9cJWZCIfX1LDnWa9r19+7QU0EuGtetLfTuKjyskY3RVwFh71u5AuGXt+3ZGFr5Bl5TrZJRPrkgLwnAzIijHwhP8kv8jtgwefga/BtQQ1alzVPyZIF3/8BX73pCQ==</latexit>

<latexit sha1_base64="9QNKIhVovQ9y72tl6fNKY02ykMo=">AAAC4XicZVHNattAEF6rf6n756THQlgaWlJIjGQanEshtJcebaiTQGTMaDWyl6x2xf6kMULHHgo9lF577Bv0FGhfpM/Ql+hKTkIdD2j07cw3OzvzJYXgxobhn1Zw6/adu/fW7rcfPHz0+ElnfePQ KKcZjpgSSh8nYFBwiSPLrcDjQiPkicCj5PRdnT86Q224kh/svMBxDlPJM87A+tCk8zIGUcyAvqHxGaMpjVmqLN2uD0O62wQHk/DVpLMVdsPG6CqILsHWwebF8O+nzYvBZL31I04VczlKywQYcxL1CjsuQVvOBFbt2BksgJ3CFMtmjIq+8KGUZkr7T1raRJd4+TwHO/PE+mf+T504m+2PSy4LZ1GyxV2ZE9QqWo9NU66RWTGnwJh/kgPrW7EZaGDWr2epjQFpFo3iK9iONUr8yFSeg0zLOIOci3mKGThhqzI22RVevok7ye25Dxpu0LqiLFDv5ipFv/Cs7u1F8Flf7PVrBi5dMtGYVqWeJlUZdvvRjt/zvne9cJWZCIfX1LDnWa9r19+7QU0EuGte tLfTuKjyskY3RVwFh71u5AuGXt+3ZGFr5Bl5TrZJRPrkgLwnAzIijHwhP8kv8jtgwefga/BtQQ1alzVPyZIF3/8BX73pCQ==</latexit><latexit sha1_base64="IvzHQisMgx06278FjnonCM76Hck=">AAAC4XicZVHNbtNAEN6YvxL+UjhyWRGBitRGdkSVXipVcOGYSqStVEfWeD1OVl3vWvtTGll+ACQOiCtH3oArvAhvw9pJK9KM5PG3M9/s7MyXloIbG4Z/O8Gdu/fuP9h62H30+MnTZ73t5ydGOc1w wpRQ+iwFg4JLnFhuBZ6VGqFIBZ6mFx+a/OklasOV/GQXJU4LmEmecwbWh5LemxhEOQd6SONLRjMas0xZutMcjuleGxwn4duk1w8HYWt0E0Qr0CcrGyfbnZ9xppgrUFomwJjzaFjaaQXaciaw7sbOYAnsAmZYtWPU9LUPZTRX2n/S0ja6xisWBdi5JzY/83/q3Nn8YFpx WTqLki3vyp2gVtFmbJpxjcyKBQXG/JMcWN+KzUEDs349a20MSLNsFF/DbqxR4memigJkVsU5FFwsMszBCVtXscmv8fpN3Elur3zQcIPWlVWJeq9QGfqF501vL4LP+mKvXztw5dJEY1ZXepbWVTgYRbt+zwfeDcNNZioc3lDDoWe9a9xo/xY1FeBueNH+buui2ssa3RZx E5wMB5EvOA77R+9XAm+Rl+QV2SERGZEj8pGMyYQw8pX8Ir/Jn4AFX4JvwfclNeisal6QNQt+/ANqseVc</latexit>
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Resultat
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Gleichmäßiger Helligkeitsverlauf

• Gewünscht: einheitliche Stärke und Helligkeit 

• Bei gleicher Pixelzahl sind schräge Linien 
länger als horizontale 

• Ändere Intensität der Linie gemäß der 
Steigung 

• Skaliere den Grauwert um den Faktor

21
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Ray-Tracing Height Fields

• Height Field = alle Arten von Flächen, die sich als eine Funktion  
 
schreiben lassen 

• Z.B.: Terrain, Meßwerte über einer Ebene, 2D-Skalarfeld, Reliefs, …

22

Height field (= Bitmap) Rendered

z = f (x , y)
<latexit sha1_base64="j9b1WA8v/Fp7oZTVt+270Ub/7pc=">AAACw3icZVHdatRAFD4b/+r601YvBRksQoV1SRbL9kYoiuBlC25bbJZlMjnZDjuZhJkz2hjyFt7qjS/hq3jnozjJtsXtHpgzH+d85z8plbQUhn96wa3bd+7e27jff/Dw0ePNre0nx7ZwRuBEFKow pwm3qKTGCUlSeFoa5Hmi8CRZvG/9J1/QWFnoT1SVOM35XMtMCk7e9Pkbe8uy3YtB9Wq2tRMOw07YOoguwc7B899HfwHgcLbd+xWnhXA5ahKKW3sWjUqa1tyQFAqbfuwsllws+BzrrtGGvfSmlGWF8U8T66wrvLzKOZ17YvvZ/11njrL9aS116Qi1WObKnGJUsHYwlkqDglTFuBC+JcfJlxLn3HBBfgErZSzXdlkovoL92KDGr6LIc67TOs54LlWVYsadoqaObXaFVzNJpyVdeKOVFsmVdYnmdV6k2G62re3X7L0+2F+oG7h2ycxg2tRmnjR1OBxHA7/nfa9G4TozUQ6vqeHIs960arx3g5oo7q550d6gU1HjzxrdPOI6OB4NIx9w5O/7DpayAc/g BexCBGM4gI9wCBMQoOE7/ICfwYdgEZiAltSgdxnzFFYkaP4Bjb/drw==</latexit><latexit sha1_base64="ZY58CqW+OHpB3GwnX6kjtXvZnnU=">AAACw3icZVHdatswFFbc/XTZX9tdDopYGXSQBTuspDeFsjHYZQtLW1aHIMvHqYgsG+lorSd8uTfobXezl+ir7Bn2EpOdtizNAR19nPOd/6SUwmAY/ukEKw8ePnq8+qT79NnzFy/X1jeOTGE1hxEv ZKFPEmZACgUjFCjhpNTA8kTCcTL71PiPv4M2olBfsSphnLOpEpngDL3p2w+6R7Pti171brK2FfbDVugyiG7A1v7m9eHfn5vXB5P1zu84LbjNQSGXzJjTaFDi2DGNgkuou7E1UDI+Y1NwbaM1fetNKc0K7Z9C2loXeHmVMzzzxOYz/7tOLWa7YydUaREUn+fKrKRY0GYw mgoNHGVFGee+JcvQl+JnTDOOfgELZQxTZl4ovoXdWIOCc17kOVOpizOWC1mlkDErsXaxyW7xYiZhlcALbzTCANrSlaDf50UKzWab2n7N3uuD/YXagZ1NJhrS2ulpUruwP4x6fs+7Xg3CZWYiLdxRw4FnfWjUcOceNZHM3vGinV6rotqfNbp/xGVwNOhHPuDQ3/cjmcsq eU3ekG0SkSHZJ1/IARkRThS5JFfkV/A5mAU6wDk16NzEvCILEtT/AJG/3xU=</latexit><latexit sha1_base64="ZY58CqW+OHpB3GwnX6kjtXvZnnU=">AAACw3icZVHdatswFFbc/XTZX9tdDopYGXSQBTuspDeFsjHYZQtLW1aHIMvHqYgsG+lorSd8uTfobXezl+ir7Bn2EpOdtizNAR19nPOd/6SUwmAY/ukEKw8ePnq8+qT79NnzFy/X1jeOTGE1hxEv ZKFPEmZACgUjFCjhpNTA8kTCcTL71PiPv4M2olBfsSphnLOpEpngDL3p2w+6R7Pti171brK2FfbDVugyiG7A1v7m9eHfn5vXB5P1zu84LbjNQSGXzJjTaFDi2DGNgkuou7E1UDI+Y1NwbaM1fetNKc0K7Z9C2loXeHmVMzzzxOYz/7tOLWa7YydUaREUn+fKrKRY0GYwmgoNHGVFGee+JcvQl+JnTDOOfgELZQxTZl4ovoXdWIOCc17kOVOpizOWC1mlkDErsXaxyW7xYiZhlcALbzTCANrSlaDf50UKzWab2n7N3uuD/YXagZ1NJhrS2ulpUruwP4x6fs+7Xg3CZWYiLdxRw4FnfWjUcOceNZHM3vGinV6rotqfNbp/xGVwNOhHPuDQ3/cjmcsq eU3ekG0SkSHZJ1/IARkRThS5JFfkV/A5mAU6wDk16NzEvCILEtT/AJG/3xU=</latexit>

<latexit sha1_base64="ZY58CqW+OHpB3GwnX6kjtXvZnnU=">AAACw3icZVHdatswFFbc/XTZX9tdDopYGXSQBTuspDeFsjHYZQtLW1aHIMvHqYgsG+lorSd8uTfobXezl+ir7Bn2EpOdtizNAR19nPOd/6SUwmAY/ukEKw8ePnq8+qT79NnzFy/X1jeOTGE1hxEv ZKFPEmZACgUjFCjhpNTA8kTCcTL71PiPv4M2olBfsSphnLOpEpngDL3p2w+6R7Pti171brK2FfbDVugyiG7A1v7m9eHfn5vXB5P1zu84LbjNQSGXzJjTaFDi2DGNgkuou7E1UDI+Y1NwbaM1fetNKc0K7Z9C2loXeHmVMzzzxOYz/7tOLWa7YydUaREUn+fKrKRY0GYw mgoNHGVFGee+JcvQl+JnTDOOfgELZQxTZl4ovoXdWIOCc17kOVOpizOWC1mlkDErsXaxyW7xYiZhlcALbzTCANrSlaDf50UKzWab2n7N3uuD/YXagZ1NJhrS2ulpUruwP4x6fs+7Xg3CZWYiLdxRw4FnfWjUcOceNZHM3vGinV6rotqfNbp/xGVwNOhHPuDQ3/cjmcsq eU3ekG0SkSHZJ1/IARkRThS5JFfkV/A5mAU6wDk16NzEvCILEtT/AJG/3xU=</latexit><latexit sha1_base64="G1ZVMSikpWbF/cCA8uAe1duaWeo=">AAACw3icZVFLbxMxEHaWVwmPtnDkYhEhFSlEuxFVekGqQEgci0Taim4Ueb2zqRWvvbLH0MXaf8EVLvwq/g3eTVqRZiSPP818884qKSzG8d9edOfuvfsPdh72Hz1+8nR3b//ZqdXOcJhyLbU5z5gF KRRMUaCE88oAKzMJZ9nyQ+s/+wbGCq2+YF3BrGQLJQrBGQbT1x/0HS0Orob16/neIB7FndBtkKzBgKzlZL7f+5PmmrsSFHLJrL1IxhXOPDMouISmnzoLFeNLtgDfNdrQV8GU00Kb8BTSzrrBK+uS4WUgtp/933XhsDiaeaEqh6D4KlfhJEVN28FoLgxwlDVlnIeWHMNQ il8ywziGBWyUsUzZVaH0GvZTAwq+c12WTOU+LVgpZJ1DwZzExqe2uMabmYRTAq+C0QoL6CpfgXlT6hzazba1w5qDNwSHC3UDe5fNDeSNN4us8fFokgzDno+CGsfbzEw6uKHG48B626rJ4S1qJpm74SWHw04lTThrcvuI2+B0PEpCwOd4cPx+feAd8oK8JAckIRNyTD6R EzIlnCjyk/wiv6OP0TIyEa6oUW8d85xsSNT8A5yz22g=</latexit>



G. Zachmann Scanline conversion of linesComputergraphik 1 WS November 2023

Situation

• Die naive Methode, ein Height-Field zu raytracen: 

• Konvertiere das n×n Feld in 2n2 Dreiecke, teste Strahl 
gegen jedes davon 

• Probleme: langsam, benötigt viel Speicher 

• Ziel: direktes Ray-Tracing des Height-Fields aus 
dem 2D-Array 

• Gegeben: 

• Strahl in 3D 

• Gitter [0…n]×[0…n] als Float-Array 

• Höhenwerte liegen auf den Gitterknoten vor

23
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Das Verfahren

1. Dimensionsreduktion 

• Projiziere Strahl in xy-Ebene 

2. Alle Zellen der Reihe nach besuchen, die vom Strahl 
geschnitten werden (und nur diese)  

• Wie Scan-Conversion von Linien, hier auch mit den 
"blauen" Zellen 

3. Strahl testen gegen das Flächenstück, das von den 4 
Höhenwerten an den Ecken aufgespannt wird

24
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Schnittest Strahl — Flächenstück in der Zelle

• Naive Methode "piecewise constant heighfield": 

• Bestimme die mittlere Höhe aus den 4 Höhenwerten an 
den Ecken 

• Schneide Strahl gegen horizontales Quadrat mit dieser 
mittleren Höhe 

• Sehr ungenau 

• Naive Methode "2 Dreiecke": 

• Konstruiere 2 Dreiecke aus den 4 Punkten über den Ecken 

• Knick innerhalb der Zelle 

• Aufteilung in Dreiecke nicht eindeutig

25
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Bilineare Interpolation

• Betrachte Fläche, die entsteht, wenn man eine 
Gerade durch die Punkte P00 und P01 legt, und 
dann auf beiden Seiten gleichzeitig Richtung 
P10 und P11 gleiten lässt 

• Konstruktion heißt "Regelfläche" (ruled surface) 

• Bezeichnung: parabolisches Hyberboloid 

• O.B.d.A. P00 = (0, 0, h00), P10 = (1, 0, h10), etc. 

• Gleichung der Fläche:

26

P00
P01

P10

P11

Sagrada Familia, Barcelona (Gaudi)

z = u
2

− v
2

<latexit sha1_base64="ZDOxwN/rg9MlCXSh4Im6isf0WWs=">AAADW3icdVJNb9NAELVrPooJNAVx4jIQUaUijewIRCWoVIlLj0UibaU4itbrdbLqetfaj0Bk+adw5T9x4L8wThNKUjHSWrNv3rxZz0xaCm5sFP3yd4J79x883H0UPm49ebrX3n92YZTTlA2pEkpf pcQwwSUbWm4Fuyo1I0Uq2GV6/bmJX86ZNlzJr3ZRsnFBppLnnBKL0KT9c9Z1vfkhHMAJdOMj9JKUT8WouTi80ExZmE2qKKrhLbhbII7qhqnHkPQwkiQh3NgBJOWMSKuK6gRQpG4I81vwEOr/1Yi3a8SrGuGk3Yn60dLgrhOvnI63svPJvv8jyRR1BZOWCmLMKB6UdlwRbTkVrA4TZ1hJ6DWZsmrZxhreIJRBrjQeaWGJ/ssbOZsfjysuS2eZpJgAGMydAKugaS5kXDNqxQIIpVjYEYuCdEY0oRaHsFG0WBTEzhqREkNKEgENYLBuURCZmR4IRTJIGb6IgSHSNPFXGyJrFFu6dsNEM8m+rVSqJCcFF4uM5cQJW1eJydf+phJ3ktvvCBpumHVlhc86 KlTGcDPy5gdwXzCKybhqy95UqSCurvQ0rauoH7/vLT/xFkmz7C/nGCkRnkGNA423x3fXuRigYj/68q5zerYa7a730nvtdb3Y++CdemfeuTf0qN/yB/5H/9PO7yAIwqB1Q93xVznPvQ0LXvwBQM8HhQ==</latexit>

h(u, v) = (1− v)
[

(1− u)·h00 + u ·h10

]

+

v
[

(1− u)·h01 + u ·h11

]
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Lösung mit 
bilinearer 
Interpolation
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Valles Marineris, Mars - http://mars.jpl.nasa.gov
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Anwendungsfall: Continuous Collision Detection

• Probleme diskreter Collision Detection: 

• Diskretisierung der Zeit 

• Tunneling 

• Limits für min. Objekt-Größe, max. Geschwindigkeit 

und min. Framerate helfen nur bedingt 

• Problemstellung bei CCD:  

• Gegeben zwei Objekte A, B, bewegt durch eine Simulation 

• Annahme: zum Zeitpunkt  t1 sind  A(t1), B(t1)  kollisionsfrei 

• Bestimme, ob im Zeitintervall [t1,t2] eine Kollision vorliegt 

und, falls ja, den frühesten Zeitpunkt t ∈ [t1, t2], zu dem sie 

sich gerade "berühren"
31

[Xu, Barbic 2014]

We never actually see 
a frame with the ball 

hitting the ground!
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Das Voxmap-Pointshell-Verfahren

• Eine Lösung für Collision Detection 

• Pointshell = Sampling der Oberfläche mit Points 

• Voxmap: 

• 3D Gitter für die statische Szene, Zelle = "Voxel" 

• Einfachster Fall: 1 = innerhalb, 0 außerhalb 

• Besser: signed distance field = Gitterknoten (nicht 
Mittelpunkte!) speichern Distanz von Gitter-Punkt zu 
nähestem Punkt auf Oberfläche, positiv/negativ = 
außerhalb/innerhalb
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• Discrete collision detection: 

• Continuous collision detection ⟶ test line segments 

• Caveat: es genügt nicht, die Voxel p(t1) und p(t2) zu testen!

33

for all points p in A: 
  check voxel(p) in B

p(t1)

p(t2)

p(t2)
p(t1)for all points p in A: 

  check whether line segment [p(t1),p(t2)] 
  goes from pos. to neg. distance .. 
    .. somewhere in-between
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• Verfahren: 

1. Besuche alle Voxel, die vom Liniensegment getroffen 
werden 

2. In jedem Voxel: teste auf Null-Durchgang 

• Zu 1: 

• Einfache Erweiterung des Linien-Scanline-Algorithmus' 
auf 3D Gitter 

• Berechne Folge von t's für Schnitte mit xy- , xz-, und yz-
Ebene  

• Mache Schritt zu Nachbarzelle mit "nächstem" t 

34
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• Zu 2:  

• Erstes Ausschlusskriterium: alle Voxel-Ecken sind 
positiv, oder alle Ecken negativ 

• Verpasst zwar Details – die aber im Distanzfeld schon 
verloren gegangen sind 

• Zweites Ausschlusskriterium:  

• Verpasst weitere "ungünstige" Fälle (welche?)

35

+ +

++ - -

--

tin

tout

S

<latexit sha1_base64="l6Vu9qAwbwzJ4ScNzwR+FReRZXE=">AAADGXicZVLNbtNAEN6YvxL+0sKNy0JBSqU0siOh9oJUiQM9BkTaSnUUrdfjZNX1rrU/tMHykyBegXfghnrlxJE34Aonxm5akWakXY2/b+ab2RknhRTWheHPVnDj5q3bd9butu/df/DwUWd948Bq bziMuJbaHCXMghQKRk44CUeFAZYnEg6Tkzc1f/gRjBVafXDzAsY5myqRCc4cQpNOGtup6tK4R4ddF9vElEJVdKsGtuhrSldo7d0Vj1f8XkxnjhmjT5tPB2euVJoK5bAq8LpKNelshv2wMbrqRAtnc+/Fp19vvz4ph5P11pc41dznoByXzNrjaFC4ccmME1xC1Y69hYLxEzaFshlCRV8ilNJMGzzK0Qb9P+7Yu2x3jM8rvAPFMYEimXlJnab1aGgqDDYs55RxjoU9cyjIZ8wwXj9mqWg+z5mb1SIFUloxSWvAYt08Zyq1PSo1S2kC2BFQy5St+WdLIpdohWNeuO3YgILThUoZZywXcp5Cxrx0VRnb7NJfVhJeCXeGoBUWnC9KbGs71yngErP6AfUe 2jEm44/SzKZMJPNVaaZJVYb96FWvuaJrQQbSq5hdDAnxDOqFRtfXt+ocDFCxH77Dze6TC1sjT8lz0iUR2SF7ZJ8MyYhwck5+kz/kb/A5+BZ8D84vQoPWIucxWbLgxz+Ugf8j</latexit>

sign(P(tin) ) = sign(P(tout) ) ⇒ no intersection
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• Falls beide Vortests passiert wurden ⟶  
Nullstellensuche: gesucht wird t mit 

• Z.B. mittels Intervall-Halbierung 

• Könnte dadurch auch einen Null-Durchgang verpasst 
werden? 

• Aufgabe: Distanzwerte d(P) für Punkte im Inneren eines 
Voxels berechnen (z.B. Testpunkte auf der Geraden) 

• Lösung: trilineare Interpolation 

• OBdA: Voxel = Einheitswürfel  [0,1]3 

• Distanzwerte an den Ecken =  dabc ,  a,b,c ∈ {0,1} 

• Gesucht: dxyz = Distanz am Punkt

36

tin

tout

t1

t2

t3

S

P = (x , y , z)T
<latexit sha1_base64="KZm2N47O1phdbKNb87xOBM8B+vU=">AAAC2HicZVFLb9NAEN6YVwmvFI4ItCJCKpKJ7IgqvSBFcOGYSqStqKNovR6nq67X1u4s1FiWkDggrvwFTlzhwl/hxk9h7aQVaUbamU8z3zx2Ji6kMBgEfzrelavXrt/Yutm9dfvO3Xu97fsHJrea w5TnMtdHMTMghYIpCpRwVGhgWSzhMD593cQP34M2IldvsSxglrGFEqngDJ1r3ns0oS/pDj2jke9HPi1X9iN9FqEu5r1+MAhaoZsgXIH++PHv/b+EkMl8u/M9SnJuM1DIJTPmOBwWOKuYRsEl1N3IGigYP2ULqNrpa/rUuRKa5to9hbT1rvGyMmN44oiNMf+Hji2me7NKqMIiKL6slVpJMafNb2kiNHCUJWWcu5EsQ9eKnzDNOLqtrLUxTJllo+gcdiMNCj7wPMuYSqooZZmQZQIpsxLrKjLpOV6vJKwSeOacRhhAW1QF6OdZnoBbdtr0drt3UZfsztZ+uLLxXENSV3oR11UwGIW+2/OeU8NgkxlLCxfUYOhYLxo12r1EjSWzF7xw129VWLuzhpeP uAkOhoPQJeyH/fErspQt8pA8ITskJCMyJm/IhEwJJ5/JD/KT/PLeeZ+8L97XJdXrrHIekDXxvv0DIlXjRw==</latexit><latexit sha1_base64="pLf8N9lF/eXRh7MusBY02kiotuc=">AAAC2HicZVFfaxNBEN+c/2r801QfxbIYhAox3AVL+iIEffExBdMWeyHs7c2lS/f2jt1Z7XkcCCLiq1/BJ1/1pV/Fz+CXcO+SFtMM7MyPmd/82Zkol8Kg7/9pedeu37h5a+N2+87de/c3O1sPDkxm NYcJz2SmjyJmQAoFExQo4SjXwNJIwmF0+rqOH74HbUSm3mKRwzRlcyUSwRk616zzeExf0h16RsNeL+zRYmk/0mch6nzW6fp9vxG6DoIl6I62z/f/ftk+H8+2Wj/COOM2BYVcMmOOg0GO05JpFFxC1Q6tgZzxUzaHspm+ok+dK6ZJpt1TSBvvCi8tUoYnjlgb83/o2GKy Ny2Fyi2C4otaiZUUM1r/lsZCA0dZUMa5G8kydK34CdOMo9vKShvDlFk0Ci9gO9Sg4APP0pSpuAwTlgpZxJAwK7EqQ5Nc4NVKwiqBZ85phAG0eZmDfp5mMbhlJ3Vvt3sXdcnubM2HSxvNNMRVqedRVfr9YdBze95zauCvMyNp4ZLqDxzrRa2Gu1eokWT2khfs9hoVVO6swdUjroODQT9wCftBd/SKLGSDPCJPyA4JyJCMyBsyJhPCyWfyk/wiv7133ifvq/dtQfVay5yHZEW87/8AJlXkrQ==</latexit> <latexit sha1_base64="pLf8N9lF/eXRh7MusBY02kiotuc=">AAAC2HicZVFfaxNBEN+c/2r801QfxbIYhAox3AVL+iIEffExBdMWeyHs7c2lS/f2jt1Z7XkcCCLiq1/BJ1/1pV/Fz+CXcO+SFtMM7MyPmd/82Zkol8Kg7/9pedeu37h5a+N2+87de/c3O1sPDkxmNYcJz2SmjyJmQAoFExQo4SjXwNJIwmF0+rqOH74HbUSm3mKRwzRlcyUSwRk616zzeExf0h16RsNeL+zRYmk/0mch6nzW6fp9vxG6DoIl6I62z/f/ftk+H8+2Wj/COOM2BYVcMmOOg0GO05JpFFxC1Q6tgZzxUzaHspm+ok+dK6ZJpt1TSBvvCi8tUoYnjlgb83/o2GKy Ny2Fyi2C4otaiZUUM1r/lsZCA0dZUMa5G8kydK34CdOMo9vKShvDlFk0Ci9gO9Sg4APP0pSpuAwTlgpZxJAwK7EqQ5Nc4NVKwiqBZ85phAG0eZmDfp5mMbhlJ3Vvt3sXdcnubM2HSxvNNMRVqedRVfr9YdBze95zauCvMyNp4ZLqDxzrRa2Gu1eokWT2khfs9hoVVO6s wdUjroODQT9wCftBd/SKLGSDPCJPyA4JyJCMyBsyJhPCyWfyk/wiv7133ifvq/dtQfVay5yHZEW87/8AJlXkrQ==</latexit>

<latexit sha1_base64="pLf8N9lF/eXRh7MusBY02kiotuc=">AAAC2HicZVFfaxNBEN+c/2r801QfxbIYhAox3AVL+iIEffExBdMWeyHs7c2lS/f2jt1Z7XkcCCLiq1/BJ1/1pV/Fz+CXcO+SFtMM7MyPmd/82Zkol8Kg7/9pedeu37h5a+N2+87de/c3O1sPDkxm NYcJz2SmjyJmQAoFExQo4SjXwNJIwmF0+rqOH74HbUSm3mKRwzRlcyUSwRk616zzeExf0h16RsNeL+zRYmk/0mch6nzW6fp9vxG6DoIl6I62z/f/ftk+H8+2Wj/COOM2BYVcMmOOg0GO05JpFFxC1Q6tgZzxUzaHspm+ok+dK6ZJpt1TSBvvCi8tUoYnjlgb83/o2GKy Ny2Fyi2C4otaiZUUM1r/lsZCA0dZUMa5G8kydK34CdOMo9vKShvDlFk0Ci9gO9Sg4APP0pSpuAwTlgpZxJAwK7EqQ5Nc4NVKwiqBZ85phAG0eZmDfp5mMbhlJ3Vvt3sXdcnubM2HSxvNNMRVqedRVfr9YdBze95zauCvMyNp4ZLqDxzrRa2Gu1eokWT2khfs9hoVVO6s wdUjroODQT9wCftBd/SKLGSDPCJPyA4JyJCMyBsyJhPCyWfyk/wiv7133ifvq/dtQfVay5yHZEW87/8AJlXkrQ==</latexit> <latexit sha1_base64="8c1yxr88R2DkF0/2K8JtT8rOk3Y=">AAAC2HicZVHda9RAEN+LX/X8uuqjCIuHUCEeyWG5vghFX3w8wWuLzXFsNpPr0s0m7M7apiEg+CC++i/45Kv+Nf43bnJp8XoDO/Nj5jcfOxMXUhgMgr8978bNW7fvbN3t37v/4OGjwfbjA5NbzWHG c5nro5gZkELBDAVKOCo0sCyWcBifvmvih59BG5Grj1gWMM/YUolUcIbOtRg8m9I3dIee08j3I5+Wnb2gLyPUxWIwDEZBK3QThB0Ykk6mi+3ezyjJuc1AIZfMmONwXOC8YhoFl1D3I2ugYPyULaFqp6/pC+dKaJpr9xTS1rvGy8qM4YkjNsb8Hzq2mO7NK6EKi6D4qlZq JcWcNr+lidDAUZaUce5GsgxdK37CNOPotrLWxjBlVo2iS9iPNCg443mWMZVUUcoyIcsEUmYl1lVk0ku8XklYJfDcOY0wgLaoCtCvsjwBt+y06e1276Iu2Z2t/XBl44WGpK70Mq6rYDQJfbfnPafGwSYzlhauqMHYsV43arJ7jRpLZq944a7fqrB2Zw2vH3ETHIxHoUv4 EA7333YH3iJPyXOyQ0IyIfvkPZmSGeHkK/lFfpM/3ifvi/fN+76ier0u5wlZE+/HPzFJ4QA=</latexit>

d000

d010

d001

d111

d100

P

d110
d011

<latexit sha1_base64="1uDRZKR/zEfK4wX32ZG2NIgZrng=">AAACyHicZVFLb9NAEN6YVwmvlHLjshCQUimN7EiovSBF4kDFKUikrVRH0Xo9Tlddr6190JqVL/wPxBUu/B+O/BPGboJIO9Lujr755puZnaSUwtgw/N0Jbt2+c/fe1v3ug4ePHj/pbT89MoXTHGa8 kIU+SZgBKRTMrLASTkoNLE8kHCfn75r48WfQRhTqk61KmOdsqUQmOLMILXo76YDGQzod2N3m3aVvabjo9cNR2Bq96UQrpz959eXP+1/P/HSx3fkWpwV3OSjLJTPmNBqXdu6ZtoJLqLuxM1Ayfs6W4Nuea/oaoZRmhcajLG3R/3mnzmYHcy9U6SwojgkUg5mT1Ba0mYSmQgO3sqKMcyzsmEVBfsY04xYn3iiaVzmzZ41IiaFCMUkbwGDdPGcqNUMqC5bSBLAjoIYp08RfbIis0ZrGa7cba1BwsVLxccZyIasUMuakrX1ssrW/qSScEvYSQSMMWFd6bGsvL1LA/8+aAXA5GMVk3Gv7Nz6RzNVeL5Pah6PozbC9omskDek/zgFSQjzjGhcaXV/fTedo jIqj8GPUnxySK9siz8lLMiAR2ScTckimZEY4qch38oP8DD4EZXARVFfUoLPK2SEbFnz9C1hG30k=</latexit>

d(P(t) ) = 0
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Trilineare Interpolation
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Bemerkungen

• Die Funktion                   ist ein Polynom vom Grad 3 ⟶ löse mit analytischer 
Formel 

• Wir haben hier – als Nebenprodukt – eine Fläche S "implizit" definiert: 

• Solche Flächen heißen oft implizite Flächen, oder Iso-Surfaces
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Vorwärts-Differenzen zur Auswertung von Polynomen

• Aufgabe: werte ein Polynom an vielen äquidistanten Stellen aus 

• Herleitung: Tafel 

• Beispiel mit Polynom  
vom Grad 3
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